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Tema 2: ElI Modelo Lineal General.

Especificacion y estimacion.

3.1 Introduccion e hipotesis del Modelo Lineal General.

3.2 Estimacion por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) de los
parametros del modelo. Propiedades.

3.3Estimacion por Maxima Verosimilitud (MV) de los parametros
del modelo. Propiedades.

3.4 Estimacion por intervalo.

3.5 Modelo Lineal General en desviaciones.



3.1. INTRODUCCION E HIPOTESIS BASICAS DEL
MODELO

El MLG puede escribirse como:
Yi =P+ BoXoi+-+ S Xy +Uj
Alternativamente:

Y =xB+u, (i :1,2;"'T)

A

siendo x| =(1X,, X, X, )y B= 'Bf

B
Ademas, existe una tercera forma de expresar el MLG, de forma

concisa, para todos los individuos de la muestra:

y=Xp+u
Y1 X21 Xkl U
y = Y:z ;X _ X:22 X:kz U= u.z
Y. 1 X X u

2T KT



HIPOTESIS DEL MODELO LINEAL GENERAL

Hipdtesis 1: Tanto la variable enddgena (Y) como las exdgenas
(XZ,---, Xk) son magnitudes cuyos correspondientes conjuntos

de valores

(YooY )oK X0 ) o (Xagreor X Yoo (X X ) SON e

T

resultado de la observacion de una muestra aleatoria simple de

tamafo T.

Hipatesis 2: Relacion lineal
Y=8+[,X,++LX +U
0 bien
y=Xp+u

donde xp es la parte sistematica, y u es la parte aleatoria.

Hipdtesis 3: Esperanza matematica cero para cada una de las

perturbaciones.
E(u)=0
El conjunto de variables individualmente irrelevantes se

compensan en promedio, es decir, no actdan siempre en la misma

direccion.



Hipdtesis 4: (homoscedasticidad y no autocorrelacién): Todas
las perturbaciones tienen la misma varianza y no presentan
autocorrelacion por pares.
2

V(u)=E(uu')=0"l,
Hipdtesis 5: Distribucién normal de la perturbacion aleatoria.

Unida a las hipotesis 3 y 4 nos permite escribir:
u~N (0,02|T)

Funcion de densidad:

f(u):f(ul,...,uT)=£ L 2j%eXp(— 12iufj

2o 20° 4

Hipdtesis 6: no hay ninguna restriccion sobre los parametros del

modelo (., 4,.-+, B,.0").

Hipdtesis 7: la parte sistematica y la aleatoria son independientes.
Cov(X,u)=0
Supuesto mas restrictivo: las X son fijas para muestras repetidas,

esto es, los elementos de la matriz X son no estocasticos, fijos.

Hipdtesis 8: ElI nimero de observaciones T ha de ser superior al
namero de parametros k.
T>Kk



Hipotesis 9: Todas las variables explicativas son linealmente
independientes (ausencia del multicolinealidad). Esto implica que
el rengo de la matriz X es k:

r(X)=k
De aqui se deriva que:

r(X'X)=k y [X'X|=0

Hipdtesis 10 (hipodtesis de convergencia):
Im22_ 5

T oo T XX

siendo ZXX una matriz de constantes.

Una vez definidas las hipotesis, podemos concluir la distribucion

del vector correspondiente a la variable endogena:

y ~N(xB,o’L,)



CALCULO DIFERENCIAL EN NOTACION MATRICIAL
e Derivada parcial de una combinacion lineal
Si x y a son vectores de T variables y T constantes,

respectivamente:

X, a,
X = x,2 © a= %
X, a,

una combinacion lineal de las T variables puede escribirse

como:

Xa=aX +a,X,+-+a X,

Las derivadas parciales de la combinacion lineal, con

respecto a cada variable X, seran:

o(a'x) 2
oX,

o(a'x)

ox, °

o(a'x)
OX.

=a,

Esto puede escribirse de forma concisa como:

o(a'x) - o(xa)
ox  OX

Si las derivadas las hacemos respecto a un vector fila X',

entonces el resultado es un vector fila, esto es,



o(a'x) _,_o(xa)

=a —
ox'’ ox'’

e Derivada parcial de una forma cuadratica
Una forma cuadratica se define a partir de un vector
columna, por ejemplo de T elementos, y una matriz

simétrica, de orden T. Utilizando el mismo vector x anterior:

a, &, - 4, Xl

a a -+ a X
S A I

a, &, - Ay XT

=ya, X’ +2Ya XX,
i=1

i#])
Si derivamos parcialmente esta Ultima expresion respecto a cada

X., obtenemos:

M: 2(8‘11X1 +a12X2 +"'+a1TXT)
oX,

M: 2(a, X, +a,X, +--+a, X;)
oX,

O(X'Ax) '

8XT :2(a1TX1+a2TX2+'”+aTTXT)

Si estos resultados los escribimos de conjuntamente en forma de

vector columna, el resultado puede obtenerse también como:



O(X'Ax)
OX

= 2AX

Si derivamos respecto X' el resultado es un vector fila:
o(x'Ax)

!

=2X'A
OX

3.2.- ESTIMACION MCO DE LOS PARAMETROS DEL
MODELO. PROPIEDADES.

3.2.1.- PARAMETROS DE POSICION

ESTIMACION

Minimizar

S :Zaiz :Z(Yi _Y’\i>2 :Z(Yi _Iél_ﬁZXZi _.“_ﬂ’\kxki )2

0S

O:_ZZ(Yi _ﬂ’\l_:ézxﬁ _"'_:ékxki)zo

B,
0S A ~
aﬂ"z :Oj_ZZ(Yi _ﬂl_ﬂZXZi _"'_:kaki)xzi =0
0S A A ~

~ :0:>_ZZ<Yi _ﬁl_ﬂZXZi _"'_ﬁkxki)xki =0
op,

Las ecuaciones normales resultantes son:

ZYi :TﬂA1+IéZZX2i +"'+Iékzxki
ZYiXZi :lélzXZi +ﬂAZZX22i +.“+ﬂ’\kzxkix2i

ZYiin :Iélzxki +IB\ZZX2iin +“.+Bkzxk2i




Una manera alternativa de obtener las ecuaciones normales:

escribir la funcidn objetivo en notacion matricial:

§=Xp

Min S=0'0

(-2 (v~ -
Yy -y'XB-BX'y +BXXB =y'y - 28'Xy + p'X'XP

Qizo:wzxy+2xxﬁ=o
op

0°S , -
——=2X'X>0  (minimo)
opop’

Ecuaciones normales:

X'y = X'XB

El vector de estimadores MCO:

= (XX)" (xY)

10



X'X =

Propiedades derivadas de las ecuaciones normales:

T

>
DXL,

Z X kiYi

2. Xy

X'0=0

!

y

U=

0

PROPIEDADES

ZXZi szzi ZXZiin
Zxki ZxkiXZi

2%

2%

» Propiedades para muestras finitas

a) Lineales

B=(XX)" Xy=Aly

siendo A una matriz de orden K x T, que podemos escribir

comao:.
&

A — aZl
a

k1

&,
a

22

k2

A,
a

2T

KT

11



a, &, - Yl IT:1

por lo que cada elemento del vector B puede escribirse como:

R T
ﬁj - Z atii
i—1

b) Insesgados

B=(XX)"(Xy)=(XX)"X(Xp+u)=
(X'X) X'XB+(X'X)" X'u
B=p+(XX)" Xu
E(B)=p

Por tanto E(f; )=, Vi=1....k

Matriz de varianzas y covarianzas del vector de estimadores:

V(B)=0*(XX)"

c) EL1O: estimadores lineales insesgados ¢ptimos
d) Eficientes

12



> Propiedades asintéticas

a) Insesgadez asintética

b) Consistencia

Condiciones suficientes de consistencia:

lim E(ﬁ):ﬂ

T >

|imv(|§)=o

T—o

3.2.2.- PARAMETRO DE DISPERSION

ESTIMACION

.~ Y6 00
O = =
T-k T-Kk

Objetivo que justifica esta expresion: obtener un estimador
insesgado del parametro de dispersion, teniendo en cuenta que
u'd
_2’“ZT2—|<

(o}

E(0'0)=0(T —k)

E((3‘2)=O'2

13



I+ - X(X' X)X

<
I

Propiedades de M: 1.Simétrica (M =M’)
2. ldempotente (MM = M)
3.r(M)=tr(M) =T -k
4. MX=0

s2 _YY-BXYy
T -k

PROPIEDADES
e Para muestras finitas: s6lo mantiene la insesgadez

e Asintoticas: asintdéticamente insesgado y consistente.

lim E(&Z)zaz

T—ow

0

Iimvar(&z)

T

14



Obtencidn de la varianza

u'Mu ,
2 - ZT—k

(o)
Resultado utilizado: distribuciones de formas cuadraticas
(Trivez (2004), proposicion 5, pag 121)
Si x es un vector que se distribuye como una N(0,1) y A es
una matriz simétrica e idempotente con rango y traza igual a
r<T, entonces:
X'AX ~ y?
Aplicacion a nuestro caso: u es el vector N(O,GZI) y

M simétrica e idempotente:

u'Mu ,
2 - ZTfk

Estimacion de V (,@)

~ ~

V(B)=6"(XX)"

15



3.3.- ESTIMACION MV DE LOS PARAMETROS DEL
MODELO. PROPIEDADES.

ESTIMACION
y ~N(XB,o’T)

—TEIn(Zﬁ)—TEInO'Z - 2<1;2 (Y'y-2BXy +BXXB)

o _ 1 (axy+2xxp)

op 20
o0 _ T1. (yy - 28Xy + B'X'XB) _
Folo 2 o° 20"
(Yy-2p'Xy+BpXXp)-To?

20"

Igualando a cero ambas derivadas:

X'y = X'Xp

y'y -2’ Xy + BX'XB =T 6

16



Conclusion:
B=B=(XX) XYy

&2 ~ yry . ZBIXIy + B'IX,XB _ l’:lrl’:l
T T

PROPIEDADES

» Muestras finitas
e Parametros de posicion: lineales, insesgados, 6ptimos y
eficientes.
e Parametro de dispersion: sesgado, no cumple ninguna
propiedad en muestras pequefias.

(5%)= E(lTa'a) o (TT— 0), 2

> Asintoticas
e Parametros de posicion: asintéticamente insesgados y
consistentes.
e Parametro de dispersion: asintoticamente insesgado y

consistente.

lim E(&Z):az

T—>o

!mvar(&z) =0
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20" (T —k)
— =

3.4.- ESTIMACION POR INTERVALO

3.4.1.- PARAMETROS DE POSICION

B~ N (B,GZ (X'X)‘l)

;?j~|\|(ﬁj,az(x><)‘__1)

I

ﬂ’\j_ﬂj
o’ (XX)

~N(0,)

-1
i
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Condicion: independencia entre la N(0,1) y la ;ﬁz_k.

Por tanto:

(:éj _ﬂj) _t
OA-[;J_ Tk

j itg/ZO'/}j

=%

3.4.2.- PARAMETRO DE DISPERSION

T -k)o&*?
%’V)ﬁ?—k

{(T—k)&z_(T—k)&z}

2 ’ 2
X2 A1 g/2




3.5.- EL MODELO LINEAL GENERAL EN
DESVIACIONES

=Y =6+ B, Xy + 4+ B X+
U |Y=B+BX,++BX +T

U

Yi = BoXy +o+ BiXy +(ui _U)

Y = XiB’ "‘(Ui _U)

b

donde X =(Xy; Xy -+ Xq)YPB =

P

C{Yi =pi+ LXKy +0+ S X
U Y =B+ B X, 4+ B X,

U
y, :ﬁzxzi +"'+,kaki
yi - Xéiﬁ*

Expresion matricial:

Yo =X4B

20



Y1 X 0 X u —u

y X e X _ u, —u
y, = 2 Xd: .22 . |-<2 U—T=| 2

Yr Xo 0 Xq Up —u

Y, ::81+152X2i +"'+ﬂAkxki +0,
Y =B+ B, X+ + B X,

Vi = BoXo; + o+ BeXyg + U,

0,
_la
siendo (i = :2
)
S=u'l= (yd - XdB*) (yd _XdB*) =Y¥YuYq _ZB*’XQYd +B*’X:1Xdl3*
as [} ' 0
A = 0 Xdyd — XdXdB
op

ﬁ* = (X:j X4 )_1 XY,

21
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